Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu drugiego

1. Pojecia ogdlne
Definicja 1. Rownaniem rozniczkowym zwyczajnym rzedu drugiego
nazywamy réwnanie

F(x, y(x), y'(x), y"(0)) =0, (1)

zie y(x) jest funkcja niewiadoma, y'(x)=-— jest pochodng funkcji
gdzie y(x) jest funkcjg niewiadoma, y'(x) Z)ycj pochodng funkeji

y(x) oraz y'(x)= ( y'(x))l jest pochodna rzedu drugiego (druga
pochodnag) funkcji y(x) .
Przypomnimy, ze druga pochodng réwniez mozna zapisa¢ w postaci
d(dy) d’y
M= |2
v dx[dx] dx’

Definicja 2. Funkcje ¢ : X — R dwukrotnie r6zniczkowalng na przedziale
X nazywamy rozwigzaniem rownania (1), jezeli po podstawieniu do
réwnania (1) zamienia go w tozsamos$¢

F(x, (x), ¢'(x), 9" (x)) =0.

Definicja 3. Funkcja y=(x, C,, C,), gdzie C, i C, sa dowolnymi
statymi, nazywa si¢ rozwigzaniem ogélnym rownania (1), jezeli dla kazde;j
okreSlonej wartosci parametréow C, i C, funkcja y=p(x) jest
rozwigzaniem réwnania (1).
Definicja 4. Réwnanie (1) z warunkami

RCHERRECHERN (2)
gdzie x,€X, y,€R i y €R s3 danymi liczby, nazywamy
zagadnieniem poczqtkowym lub zagadnieniem Cauchy’ego.
Liczby x,, y, 1 y, nazywamy danymi poczqtkowymi.
Definicja 5. Rozwiazanie rownania (1) postaci y = (x), ktore spetnia

warunki (2) nazywamy rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego dla
réwnania (1).



2. Réwnania rézniczkowe rzedu drugiego sprowadzalne
do réwnan rzedu pierwszego

Réwnanie postaci
F(x, y'(0, y"(x))=0, 3)

gdzie zmienna y nie wystepuje w sposéb wyrazny, sprowadza si¢ do
rOéwnania rz¢du pierwszego postaci

F(x, p(x), p'(x))=0,
gdzie
p(x)=y'(x).
Przyklad 1. Rozwigzaé réwnanie
2 xy// _ y/ ) 4)

Rozwigzanie. Rownanie (4) jest rownaniem postaci (3). Wigc stosujemy
podstawienie

pP=Y
Wtedy otrzymamy
2xp'=p,
czyli
dp
2xa =p
Rozdzielajac zmienne mamy
dp dx
p 2

i catkujac obustronnie dostajemy
1
In|pl=In|x|+In .

gdzie C, jest dowolna statg catkowania. Tak wigc mamy

p:CI\/;.

Zatem wracajac do zmiennej y otrzymamy jeszcze jedno réwnanie
rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych postaci

D_cix.
dx

Calkujac obustronnie mamy



fdyzle\/;dx.

Stad rozwigzanie ogélne réwnania (4) ma postac
2
y= 3 Clx\/; +C,,

gdzie C, jest rowniez dowolng stala catkowania.
Zauwazmy, ze jezeli réwnanie (3) ma postac¢
F(x, y"(x)=0,

to w niektdrych przypadkach skuteczniejszym jest podstawienie

p= y// )
Zat6zmy, ze rownanie (5) mozna rozwigza¢ wzgledem x:
x=f(y").
Wtedy réwnanie (5) ma postaé
x=f(p).
Stad
dx= f'(p)dp.
Poniewaz
d / "
E(y )=y"=p,
wigc mamy

d(y")= pdx=pf'(p)dp .
Zatem catkujac obustronnie otrzymamy
y' =fpf’(p)dp +C,
gdzie C, jest dowolng statg catkowania.
Przyklad 2. Rozwigzaé réwnanie

(y//)3 _2y//_x 0.

&)

(6)

(7)

Rozwiazanie. Zauwazmy na poczatku, ze dla tego réwnania podstawienie
p=y i p'=y” nie jest dobre, poniewaz otrzymamy bardzo
skomplikowane réwnanie rz¢du pierwszego. Natomiast tatwo zauwazy¢,

ze

= (y//>3 o 2)’” .



Wobec tego skorzystamy z podstawienia
p=y".
Zatem mamy
x=p’'=2p czyli f(p)=p'—2p.
Podstawiajac do wzoru (6) dostajemy rownanie rzgdu pierwszego postaci

3
y/zfp(3p2+2)dp+ClZzp“rp“rCl,

czyli
dy 3 , 2
—==p'+p’+C,.
dx 4 pp !
Rozdzielajac zmienne i korzystajac z réwnosci
dx=3p’> —2)dp

otrzymamy réwnanie o zmiennych rozdzielonych postaci
3
dy = [Zp4 +p’+ Cl](3p2 — 2)dp .

Calkujac obustronnie otrzymamy
9 , 3 5 3C,—-2 4
=—p +—p +————p -2Cp+C,,
y 3 p 10 p 3 p 1P 2

gdzie C,, C, sa dowolnymi statymi.

Zatem rozwigzanie ogélne réwnania (7) dane jest w postaci
parametrycznej wzorem

x=p’=2p,
y 2228197 +%p5 +3C1—3_2p3 —2Cp+C,.
Rozwazmy réwnanie postaci
F(y,y', y")=0, ®)
gdzie zmienna x nie wystgpuje w sposdb wyrazny. Stosujac podstawienie
Y =u(y) ©)

réwnanie (8) sprowadza si¢ do rownania rzgdu pierwszego. Rézniczkujac
réwno$¢ (9) mamy
y_dudy _du

= u. (10)
dy dx dy



Przyklad 3. Rozwigza¢ rownanie

2yy”:(y’)2 +1.

Rozwigzanie. R6wnanie jest rownaniem typu (8). Wiec korzystajac ze
wzoréw (9) i (10) rozwazane rownanie mozna zapisa¢ w postaci

2yﬂu:u2 +1.
dy

Rozdzielajac zmienne i catkujgc obustronnie otrzymamy
f 2udu f dy
u +1 y

In|u’+1|=In|y|+In|C,]|.

Stad

Po prostych przeksztatceniach mamy rozwigzanie wzgledem u postaci
u==2Cy—1.

Podstawiajac do réwnania (9) mamy

%X—quy—L
X

Wtedy rozdzielajagc zmienne i catkujac po raz drugi otrzymamy

d
if—T;—l :fdx.
Zatem

i% Cy—1=x+C,

1

lub
4(Cy-1)=C(x+G,).

Tak wiec szukanym rozwigzaniem ogdélnym rozwazanego réwnania jest
funkcja postaci

(0 2 1
=—(x+GC,) +—,
y=g Gl
gdzie C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.

Przyklad 4. Rozwigza¢ zagadnienie Cauchy’ego:



4 " — 1’
= -
yO) =1, y(0)=1.
Rozwigzanie. Rozwazane w zagadnieniu rOwnanie jest rOwnaniem typu
(8). Zatem mozemy dokona¢ zmiany (10) i wtedy mamy

4uﬂ\/§:l.
dy

Rozdzielajac zmienne i catkujgc obustronnie otrzymamy

dy
4| udu= | —=.
2u® =2y +2C,,

u:j:\/\/;—i-cl .

Wracajac do zmiennej y otrzymamy réwnanie postaci

%:i«/\/}rq .

Wykorzystujac teraz zadane warunki poczatkowe otrzymamy

1=/1+C, .

Zatem C, = 0. Tak wigc mamy réwnanie

Zatem

czyli

dy_
dx ’
czyli
yiidy =dx.

Calkujac obustronnie otrzymamy
f Y dy= f dx
4

gy%:x—i-Cz.

Uwzgledniajac jeszcze raz dane poczatkowe otrzymamy

Tak wiec szukane rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego (11) ma postac



%—Ex%—l
Y 4
Iub
3 3
=[(—=x+1
=3

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Rozwigza¢ podane réwnania r6zniczkowe rzedu drugiego (lub zagadnienie
Cauchy’ego) sprowadzajac je do réwnan rzgdu pierwszego:

1. y'=1- y'>2;

(
2. y// :1+<y/>2 :

6. y'=2y';
7. Y+ +y =0;

8. w"—(y) =0

9. 2xyy’ —(y’) =—1;

10. (y’2 ( )

11. 2yy”=y2—(y’)2;

12. y”+(y')2:2e*";

13, y'=¢’, y(0)=0, y'(0)=+2;

4.y —2yp'ny=(y'), yO)=1 y(©0)=2
15. p'+1=(y'), yO=1 yDH=1.
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